M. Bourrigan Culture Math

274207281 _ 1 est premier !

Mots-clefs.

Niveau. Quatriéme, Troisiéme, Premiére S, Supérieur

Un nouveau trés grand nombre premier vient d’étre découvert! La nouvelle n’est peut-étre
pas aussi sensationnelle que I’annonce de l'officialisation de quatre nouveaux éléments chimiques
ou que la découverte potentielle d’une nouvelle planéte dans le systéme solaire, mais elle a quand
méme été relayée par la presse générale.

En général, ces articles évoquent le nombre de chiffres du fameux nombre premier, et donnent

parfois les premiers ou les derniers. Il arrive méme qu’ils se trompent|! Revenons briévement
qur 274207281 _ |

3003764180846061820529860
9835916605005687586303030
1484843941693345547723219
0679942968936553007726883
2044821488239942672783529

8516071777401476291246211
3646879425801445107393100
2129271816293359314942390
1821387921767116495628719
0498687010073391086436351

Quelques mots sur le projet GIMPS

La recherche des grands nombres premiers se concentre sur des nombres d'une forme trés
particuliére, les nombres de Mersenne. 11 s’agit de nombres de la forme 2" — 1. Ces nombres ne
peuvent d’ailleurs étre premiers que si I'exposant n est lui-méme premier. En effet, si n = pq,
avec p,q > 2, on peut utiliser la formule a" — 1= (a — 1)(a" ' +a" 2+ --+a®>+a+ 1) pour
obtenir la factorisation non triviale

2" — 1= (2" —1= (20 —1)(2Pl0~D) 4 2P(a=2) ... 4 2% 4 9P 1 7).

La raison de cette importance est que I'on dispose, pour les nombres de Mersenne, d'un test
de primalité particulierement efficace, le test de Lucas-Lehmer. Le plus grand nombre premier
connu a trés souvent été un nombre de Mersenne, comme l'indique par exemple [cette table
récapitulative.

Notons cependant que bien que 1’on sache au moins depuis Euclide qu’il y a une infinité
de nombre premiers, personne ne sait a '’heure actuelle s’il en va de méme de la classe plus
restreinte des nombres premiers de Mersenne, dont on ne connait pour 'instant que 49 exemples.
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Le projet GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), lancé en 1996, est un projet
collaboratif visant & déterminer quels nombres de Mersenne sont premiers. On pourra consulter
le site du projet pour obtenir plus d’informations sur lalgorithmes utilisés et sur la maniére
dont les calculs sont répartis entre les ordinateurs des participants, voire pour participer a cette
quéte collective !

Le 21 janvier 2016, GIMPS a annoncé que le nombre de Mersenne 274207281 _ 1 était ef-
fectivement premier, devenenant ainsi le plus grand nombre premier jamais découvert. Si vous
voulez en connaitre tous les chiffres, vous pouvez toujours télécharger un fichier texte contenant
le nombre. Attention & I'ouverture : cet entier pése 22 méga-octets...

Combien vaut (environ) 274207281 _ 17

274 207281

Quel est I'ordre de grandeur de — 17 Par exemple, combien de chiffres a-t-il 7

274207281 274207281

Remarquons déja que — 1 et son successeur ont exactement les mémes
chiffres, a I'exception du tout dernier. En effet, 274297281 qui est un nombre pair non divisible
par 5, doit se terminer par 2, 4, 6 ou 8, et il n’y a donc aucune retenue a faire dans la sous-
traction 274207281 _ 1 1] s’agit donc de déterminer les premiers chiffres de la puissance de 2
correspondante, ici 274207281,

274207281 _ 1 egt en fait un exercice sur les logarithmes : en effet, 10° est le plus

274207281 gt 1'unique entier /£ tel

Estimer
petit nombre a ¢ + 1 chiffres donc le nombre ¢ de chiffres de
que 1071 < 27207281 < 10f, On a alors

105—1 S 274207281 < 10( — ln (10(—1) S h,l (274207281) < ln (10£+1>
— (£~ 1) In(10) < 74207281 In(2) < £ In(10)

In(2)
—= (=1 4207281
+ {7 0728 1n(10)J’

ou |z| désigne la partie entiére de x.

In(2)
In(10)
que le nouveau plus grand nombre premier connu a 22 338 618 chiffres.

Une calculatrice fournit le résultat 74 207 281

~ 22338617,477 665, d’ou 'on déduit

En revenant en sens inverse, on obtient donc que

In(2)
In(10)

74207 281 A 22338617, 477665 <= 274207281 oy 1()22338617,477665

c 274207281 ~ 1007477665 % 1022338617
T 274207281 ~ 37 003764 x 1022338617,

ce qui donne effectivement les premiers chiffres de 274207281 _ 1.

Les derniers chiffres

Evidemment, ce que 1’on vient d’expliquer ne donne qu’un ordre de grandeur de 274207281 _1,

Il est en fait facile d’obtenir ses derniers chiffres. Expliquons par exemple comment en trouver
les trois derniers chiffres en quelques secondes et quelques lignes de code.

Le point important est que si 'on connait les trois derniers chiffres de deux entiers, on
connait également les trois derniers chiffres de leur produit. En effet, un nombre dont les trois


http://www.mersenne.org/various/math.php
http://www.mersenne.org/various/works.php
http://www.mersenne.org/primes/digits/M74207281.zip

derniers chiffres forment le nombre a < 1000 s’écrit sous la forme 10007 + a. Si I'on multiplie
deux tels nombres, on obtient

(10007 + @) (1000 m + b) = 1000 (1000 nim + nb + ma) + ab,

donc les trois derniers chiffres du produit sont les trois derniers chiffres de ab, et ils ne dépendent
en particulier pas du tout de n et de m. C’est le principe de la multiplication modulo 1000.

En particulier, pour déterminer les trois derniers chiffres de 274207281 il n’est pas besoin de
multiplier 2 par lui-méme 74 207 281 fois, on peut jeter a chaque fois tous les chiffres a part les
trois derniers. Cela simplifie considérablement les calculs : par exemple, une fois que 1'on sait
que 20 = 1024, on peut déja déduire que les trois derniers chiffres de 220 = 210 x 219 geront
576 (car 24 x 24 = 576), sans effectuer la multiplication compléte. Cette simple remarque
permet d’ailleurs déja de calculer les derniers chiffres en un temps raisonnable. Par exemple le
programme Python suivant nous apprend en quelques secondes que 274297281 se termine par les
trois chiffres 352 (et donc 27207281 — 1 par 351).
n=1
for i in range (74207281):

n = (2*n) % 1000
print n

Il est en fait possible de calculer ces derniers chiffres beaucoup plus rapidement mais cette
méthode rudimentaire illustre déja I'importance de ’arithmétique modulaire : il n’est pas besoin
de calculer entiérement 274207281 _ 1 pour savoir qu’il se termine par

...36468794258014451073931002129271816293359314942390
18213879217671164956287190498687010073391086436351.
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